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Moyenne de localisation
fréquentielle des

paquets d’ondelettes
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Résumé. En utilisant le théoreme de Ruelle d’opérateur de trans-

. — 2k 1 A .
fert, nous démontrons que la moyenne 275 3"~ " ||y, || 1 de la locali-

sation fréquentielle pour les paquets d’ondelettes admet un équivalent
de la forme cp® (¢ > 0, 1 < p < /2). Cela améliore une inégalité
antérieurement obtenue par Coifman, Meyer et Wickerhauser. Des es-
timations numériques de p sont obtenues pour des filtres de Daubechies.

1. Enoncé.

On considere un couple de filtres miroirs conjugués en quadrature
(mg, my), c’est-a-dire deux fonctions satisfaisant aux conditions suiv-
antes:

C1) mg et my sont d’une classe lipschitzienne, 2m-périodiques;
C2) [mo(&)1? + [mo(§ +m) > = 1, mi(§) = e7* mo(€ + m);
C3) mo(0) =1, mo(§) # 0 sur un compact K tel que

UK +mj) =R.
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Le produit suivant est alors bien défini
5 = [Lmo(%)
L1097 )
J:

C’est la transformée de Fourier d’'une fonction d’échelle . Les paquets
d’ondelettes w,, (n > 0) sont définis par leurs transformées de Fourier
comme suit,

50 = (I ())e(5) . 5 n=Ym2™

Ainsi on a wg = ¢; wy; = 1, Pondelette associée au couple (mg,mq) de
filtres miroirs en quadrature [M1].

Pour décrire la localisation fréquentielle de w,,, on fait appel a la
variance de w,, définie par

7o = inf, [ 16wl on(OF de.

L’estimation de o,, s’avere un peu délicate. Cependant on obtient facile-
ment la minoration suivante pour o,

||wn||L1(R) <C (1 + O'n)l/z ,

ol C' est une constante indépendante de n. Il est prouvé dans [CMW]
qu’il existe une constante r» > 1 telle que pour tout £ > 1 on ait

2k 1

1 .
2_k Z ||wn||L1(R) 2 27T7“k.
n=0

Nous nous proposons de démontrer dans cette note le théoreme suivant.

Théoréme. Soit (mg,my) un couple de filtres miroirs conjugués en
quadrature. Supposons que

(&) =Y (& + 2mj)|

jez
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est continue. Alors il existe deur constantes 1 < p < V2 et >0 telles
qu’on ait ’équivalence

1 2k _1
2k > i o1y ~ cp”.

n=0

Les paquets d’ondelettes ont été introduits en traitement et en
compression du signal par Coifman, Meyer et Wickerhauser [CMW].
[’idée remonte a I’analyse en temps-fréquence de signal, qui consiste a
décomposer les signaux compliqués en signaux élémentaires caractérisés
par leurs localisations en temps et en fréquence. On dit q'un signal fr ()
est localisé dans un rectangle R = [to — h,to + h] X [wo — 7/ h,wo + 7/h]
dans le plan temps-fréquence si

+oo
JIREORCIRE S

+o00 R 27TK2
| @ lnw)P o < T

Un tel signal, dit atome temps-fréquence, est considéré comme élémen-
taire. On souhaite aussi que ces atomes soient orthogonaux. L’exemple
le plus célebre d’atomes temps-fréquence est celui de Gabor qui réalise
la meilleure constante K. Mais les ondelettes de Gabor ne sont pas
orthogonales, méme pas presque orthogonales [S1]. Dans la littérature,
il y avait aussi les ondelettes de Malvar. Celles-ci sont orthogonales
par construction. Mais la localisation n’est pas satisfaite. D’ailleurs,
les ondelettes de Malvar ne sont pas obtenues par translation, change-
ment d’échelles et modulation d’une fonction fixée une fois pour toutes.
C’est pour quoi on a introduit les paquets d’ondelettes [M2]. Elles
sont orthogonales et obtenues a partir d’une seule fonction par trans-
lation, changement d’échelle et modulation. Mais comme le montrent
I'inégalité de Coifman-Meyer-Wickerhauser et le théoreme énoncé
ci dessus, certain paquets d’ondelettes ont une mauvaise localisation
temps-fréquence. Signalons que des estimations de la localisation pour
un paquet individuel sont obtenues dans [S1].
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2. Preuve.

La preuve du théoreme se décompose en une série de lemmes. Pour
simplifier, notons

M€:|m€|, 8:0,1, S:Mo—f-Ml

Lemme 1. Soient ¢ > 0 un réel, h(§) > 0 une fonction homogeéne
d’ordre T. Sin = 2?21 g; 2971, on a

27 k
. q
sy =207 [ (] Mz, 2076)) "Bng(€)
0

j=1

ot

1 q(6) = S (€ + 2mj) |B(E + 2m5)| 7.

JEZL

PREUVE. Par le théoreme de convergence monotone, on a

o3l = Jim @) (TT0, (5))"6(5)|

J—o0

Ll ([—2727 2727])

J=1
Or, si J > k, 'intégrale a droite est égale a

[ w0 (1T (£)) o (£)]

k
ok
=1

J

20—k _1
- N by +2m)) [@(y + 2mj)| 1 dy.

j:_szk

Pour obtenir la premiere égalité on a fait le changement de variable
¢ = 2%y et utilisé ’homogénéité de h. Pour obtenir la seconde on a
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utilisé la périodicité de M.(27y). Afin de terminer la preuve il suffit
d’appliquer encore une fois le théoreme de convergence monotone.

Le Lemme 1 est énoncé sous une forme un peu plus générale que
ce dont on a besoin. En fait, le choix ¢ = 1 et h = 1 sera suffisant pour
déduire le lemme suivant.

Lemme 2. Pour tout k > 1, on a

2k _1 on k

1 . i
3 3 lnll = [ T80 e de.
n=0 U
PREUVE. Il suffit de remarquer que

> @ =T[se ).

E1y..-,€k j:l

Le Lemme 3 va établir une relation entre 'intégrale a droite dans
le Lemme 2 et un opérateur de transfert, qui est défini par

tart0=5(§)1(8) + (5 +m)1(5 )

Lemme 3. Pour toute fonction ® définie sur [0,27], on a
or k } 27
2’“/ HﬂW%M@&:/ LE®(€) de .
U} 0

PREUVE. On prouve ’égalité pour n = 1. Le cas général se demontre
par récurrence.

[ rso@ac= [T s()a(S)aer [T en)o (S n)ac

27

:2/; S () dy+2 [ S(z)B(2) d=

Yy

=2 S(z) ®(x)dx.
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Pour la seconde égalité, on a fait les changements de variables /2 =y
et £/2+ 7 = z.

PREUVE DU THEOREME. L’opérateur de transfert Lg : C(T) — C(T)
est bien défini et borné, ou T = R/(27Z). On note A son rayon spectral.
Comme S est strictement positive et lipschitzienne, d’apres le théoreme
d’opérateur de transfert di a Ruelle [R] (voir aussi [B], [F] ,[W]), il existe
une mesure de probabilité v et une fonction continue £ > 0 telles que,
pour toute fonction continue f, A"FLE f converge uniformément vers
(f,v) £ ou (f,v) désigne l'intégrale de f par rapport a v. De plus, on
sait que v est diffuse, singuliére et de support [0, 27]. Par conséquent,

A—k/awLﬁ@@>ms—%<¢ﬂw<aV>=c:>o,
0

d’ott ’équivalence dans le théoreme avec p = A/2. Il reste a expliquer
que 1 < p < /2, ou bien log2 < log A < 31og2/2. Or, log A est la pres-
sion de log S sous la transformation T'(z) = 2z (mod 27). Rappelons
le principe variationnel [B], [R], [W]

mmzwﬂﬂw+l%ma@wwy

ou le sup est pris sur ’ensemble des mesures T-invariantes; il est atteint
uniquement en pg = £ v, H(p) désignant 'entropie de p. Alors, comme

S(€) < V2, 0n a
27 1 1
log\ = h,s + log S(&) dps(€) < hyg + 5 log2 < log2 + 3 log2.
0

Pour la derniere inégalité on a utilisé le fait que ’entropie maximale de
T est égale a log2 et que la mesure de Lebesgue est 'unique mesure
d’entropie maximale. Notons pg la mesure de Lebesgue. Comme S (&) >
1, on a

2
log A > hy, +/ log S(&) dpo(§) > hy, =log2.
0
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3. Filtres de Daubechies.

On considere les filtres de Daubechies de la forme suivante [D1],
[D2], qui dépendent d’un parametre entier N > 1 [D1], [D2]. Au lieu
d’écrire my, on écrit mo n, qui est défini par

mo(@) = (5 1+69) " Qn(©),

ol QQn est un polynome tel que

xR =3 (Y7 ) (),

k=0

Pour N > 1, notons py le p correspondant dans le théoreme. Numéri-
quement, on a

pp = 1,20947,  ps =1,17270,
ps=1,14924,  ps=1,13283,
pe = 1,12062,  pr=1,11114,
ps =1,10354,  po = 1,09730.

La méthode de calcul numérique se trouve dans [FL]. Il s’agit d’appro-
cher la fonction S par une fonction en escalier dont le rayon spectral de
I'opérateur associé est celui d’'une matrice.
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