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Moyenne de localisation

fr�equentielle des

paquets d'ondelettes

Ai Hua Fan

R�esum�e. En utilisant le th�eor�eme de Ruelle d'op�erateur de trans-

fert, nous d�emontrons que la moyenne 2�k
P2k�1

n=0 kŵnkL1 de la locali-

sation fr�equentielle pour les paquets d'ondelettes admet un �equivalent

de la forme c �k (c > 0, 1 < � <
p
2). Cela am�eliore une in�egalit�e

ant�erieurement obtenue par Coifman, Meyer et Wickerhauser. Des es-

timations num�eriques de � sont obtenues pour des �ltres de Daubechies.

1. Enonc�e.

On consid�ere un couple de �ltres miroirs conjugu�es en quadrature

(m0;m1), c'est-�a-dire deux fonctions satisfaisant aux conditions suiv-

antes:

C1) m0 et m1 sont d'une classe lipschitzienne, 2�-p�eriodiques;

C2) jm0(�)j2 + jm0(� + �)j2 = 1, m1(�) = e
�i�

m0(� + �);

C3) m0(0) = 1, m0(�) 6= 0 sur un compact K tel que

[
j2Z

(K + �j) = R :
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Le produit suivant est alors bien d�e�ni

'̂(�) =

1Y
j=1

m0

�
�

2j

�
:

C'est la transform�ee de Fourier d'une fonction d'�echelle '. Les paquets

d'ondelettes wn (n � 0) sont d�e�nis par leurs transform�ees de Fourier

comme suit

ŵn(�) =
� kY
j=1

m�j

�
�

2j

��
'

�
�

2k

�
; si n =

kX
j=1

"j 2
j�1

:

Ainsi on a w0 = '; w1 =  , l'ondelette associ�ee au couple (m0;m1) de

�ltres miroirs en quadrature [M1].

Pour d�ecrire la localisation fr�equentielle de wn, on fait appel �a la

variance de ŵn d�e�nie par

�n = inf
!2R

Z
R

j� � !j2 jŵn(�)j2 d� :

L'estimation de �n s'av�ere un peu d�elicate. Cependant on obtient facile-

ment la minoration suivante pour �n

kŵnkL1(R) � C (1 + �n)
1=2

;

o�u C est une constante ind�ependante de n. Il est prouv�e dans [CMW]

qu'il existe une constante r > 1 telle que pour tout k � 1 on ait

1

2k

2k�1X
n=0

kŵnkL1(R) � 2� rk :

Nous nous proposons de d�emontrer dans cette note le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme. Soit (m0;m1) un couple de �ltres miroirs conjugu�es en

quadrature. Supposons que

�(�) =
X
j2Z

j'̂(� + 2�j)j
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est continue. Alors il existe deux constantes 1 < � <
p
2 et c > 0 telles

qu'on ait l'�equivalence

1

2k

2k�1X
n=0

kŵnkL1(R) � c �
k
:

Les paquets d'ondelettes ont �et�e introduits en traitement et en

compression du signal par Coifman, Meyer et Wickerhauser [CMW].

L'id�ee remonte �a l'analyse en temps-fr�equence de signal, qui consiste �a

d�ecomposer les signaux compliqu�es en signaux �el�ementaires caract�eris�es

par leurs localisations en temps et en fr�equence. On dit q'un signal fR(t)

est localis�e dans un rectangle R = [t0�h; t0+h]� [!0��=h; !0+�=h]
dans le plan temps-fr�equence si

Z +1

�1

(t� t0)
2 jfR(t)j2 dt � K

2
h
2
;

Z +1

�1

(! � !0)
2 jf̂R(!)j2 d! � 2�K2

h2
:

Un tel signal, dit atome temps-fr�equence, est consid�er�e comme �el�emen-

taire. On souhaite aussi que ces atomes soient orthogonaux. L'exemple

le plus c�el�ebre d'atomes temps-fr�equence est celui de Gabor qui r�ealise

la meilleure constante K. Mais les ondelettes de Gabor ne sont pas

orthogonales, même pas presque orthogonales [S1]. Dans la litt�erature,

il y avait aussi les ondelettes de Malvar. Celles-ci sont orthogonales

par construction. Mais la localisation n'est pas satisfaite. D'ailleurs,

les ondelettes de Malvar ne sont pas obtenues par translation, change-

ment d'�echelles et modulation d'une fonction �x�ee une fois pour toutes.

C'est pour quoi on a introduit les paquets d'ondelettes [M2]. Elles

sont orthogonales et obtenues �a partir d'une seule fonction par trans-

lation, changement d'�echelle et modulation. Mais comme le montrent

l'in�egalit�e de Coifman-Meyer-Wickerhauser et le th�eor�eme �enonc�e

ci dessus, certain paquets d'ondelettes ont une mauvaise localisation

temps-fr�equence. Signalons que des estimations de la localisation pour

un paquet individuel sont obtenues dans [S1].
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2. Preuve.

La preuve du th�eor�eme se d�ecompose en une s�erie de lemmes. Pour

simpli�er, notons

M" = jm"j ; " = 0; 1 ; S =M0 +M1 :

Lemme 1. Soient q > 0 un r�eel, h(�) � 0 une fonction homog�ene

d'ordre � . Si n =
Pk

j=1 "j 2
j�1, on a

khŵq
nkL1(R) = 2k(1+�)

Z 2�

0

� kY
j=1

M"j (2
j�1

�)
�q
�h;q(�) d� ;

o�u

�h;q(�) =
X
j2Z

h(� + 2�j) j'̂(� + 2�j)jq :

Preuve. Par le th�eor�eme de convergence monotone, on a

khŵq
nkL1(R) = lim

J!1




h(�)�
JY

j=1

M"j

�
�

2j

��q
'̂
q
�
�

2J

�



L1([�2�2J ;2�2J ])

:

Or, si J � k, l'int�egrale �a droite est �egale �a

Z 2�2J

�2�2J
h(�)

� kY
j=1

M"j

�
�

2j

��q���'̂� �
2k

����q d�

= 2k(1+�)
Z 2�2J�k

�2�2J�k

� kY
j=1

M"j (2
j�1

y)
�q
h(y) j'̂(y)jq dy

= 2k(1+�)
Z 2�

0

� kY
j=1

M"j (2
j�1

y)
�q

�
2j�k�1X
j=�2J�k

h(y + 2�j) j'̂(y + 2�j)jq dy :

Pour obtenir la premi�ere �egalit�e on a fait le changement de variable

� = 2ky et utilis�e l'homog�en�eit�e de h. Pour obtenir la seconde on a
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utilis�e la p�eriodicit�e de M"(2
j
y). A�n de terminer la preuve il su�t

d'appliquer encore une fois le th�eor�eme de convergence monotone.

Le Lemme 1 est �enonc�e sous une forme un peu plus g�en�erale que

ce dont on a besoin. En fait, le choix q = 1 et h = 1 sera su�sant pour

d�eduire le lemme suivant.

Lemme 2. Pour tout k � 1, on a

1

2k

2k�1X
n=0

kŵnkL1(R) =

Z 2�

0

kY
j=1

S(2j�1�) �(�) d� :

Preuve. Il su�t de remarquer que

X
"1;:::;"k

kY
j=1

M"j (2
j�1

�) =

kY
j=1

S(2j�1�) :

Le Lemme 3 va �etablir une relation entre l'int�egrale �a droite dans

le Lemme 2 et un op�erateur de transfert, qui est d�e�ni par

LSf(�) = S

�
�

2

�
f

�
�

2

�
+ S

�
�

2
+ �

�
f

�
�

2
+ �

�
:

Lemme 3. Pour toute fonction � d�e�nie sur [0; 2�], on a

2k
Z 2�

0

kY
j=1

S(2j�1�) �(�) d� =

Z 2�

0

L
k
S�(�) d� :

Preuve. On prouve l'�egalit�e pour n = 1. Le cas g�en�eral se demontre

par r�ecurrence.

Z 2�

0

LS�(�) d� =

Z 2�

0

S

�
�

2

�
�
�
�

2

�
d� +

Z 2�

0

S

�
�

2
+ �

�
�
�
�

2
+ �

�
d�

= 2

Z �

0

S(y) �(y) dy+ 2

Z 2�

�

S(z) �(z) dz

= 2

Z 2�

0

S(x) �(x) dx :
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Pour la seconde �egalit�e, on a fait les changements de variables �=2 = y

et �=2 + � = z.

Preuve du Th�eor�eme. L'op�erateur de transfert LS : C(T) ! C(T)

est bien d�e�ni et born�e, o�u T = R=(2�Z). On note � son rayon spectral.

Comme S est strictement positive et lipschitzienne, d'apr�es le th�eor�eme

d'op�erateur de transfert dû �a Ruelle [R] (voir aussi [B], [F] ,[W]), il existe

une mesure de probabilit�e � et une fonction continue ` > 0 telles que,

pour toute fonction continue f , ��kLkSf converge uniform�ement vers

hf; �i ` o�u hf; �i d�esigne l'int�egrale de f par rapport �a �. De plus, on

sait que � est di�use, singuli�ere et de support [0; 2�]. Par cons�equent,

�
�k

Z 2�

0

L
k
S�(�) d� �! h�; �i h`; �i = c > 0 ;

d'o�u l'�equivalence dans le th�eor�eme avec � = �=2. Il reste �a expliquer

que 1 < � <
p
2, ou bien log 2 < log� < 3 log 2=2. Or, log � est la pres-

sion de logS sous la transformation T (x) = 2x (mod 2�). Rappelons

le principe variationnel [B], [R], [W]

log� = sup
�
H(�) +

Z 2�

0

logS(�) d�(�)
�
;

o�u le sup est pris sur l'ensemble des mesures T -invariantes; il est atteint

uniquement en �S = ` �, H(�) d�esignant l'entropie de �. Alors, comme

S(�) � p
2, on a

log� = h�S +

Z 2�

0

logS(�) d�S(�) � h�S +
1

2
log 2 < log 2 +

1

2
log 2 :

Pour la derni�ere in�egalit�e on a utilis�e le fait que l'entropie maximale de

T est �egale �a log 2 et que la mesure de Lebesgue est l'unique mesure

d'entropie maximale. Notons �0 la mesure de Lebesgue. Comme S(�) �
1, on a

log � > h�0 +

Z 2�

0

logS(�) d�0(�) � h�0 = log 2 :
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3. Filtres de Daubechies.

On consid�ere les �ltres de Daubechies de la forme suivante [D1],

[D2], qui d�ependent d'un param�etre entier N � 1 [D1], [D2]. Au lieu

d'�ecrire m0, on �ecrit m0;N , qui est d�e�ni par

m0;N (�) =
�1
2
(1 + e

i�)
�N

QN (�) ;

o�u QN est un polynôme tel que

jQN (�)j2 =
N�1X
k=0

�
N � 1 + k

k

�
sin2k

�
�

2

�
:

Pour N � 1, notons �N le � correspondant dans le th�eor�eme. Num�eri-

quement, on a

�2 = 1; 20947 ; �3 = 1; 17270 ;

�4 = 1; 14924 ; �5 = 1; 13283 ;

�6 = 1; 12062 ; �7 = 1; 11114 ;

�8 = 1; 10354 ; �9 = 1; 09730 :

La m�ethode de calcul num�erique se trouve dans [FL]. Il s'agit d'appro-

cher la fonction S par une fonction en escalier dont le rayon spectral de

l'op�erateur associ�e est celui d'une matrice.
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