ONDES HYDRODYNAMIQUES AMORTIES

OLIVIER GOUBET

ABSTRACT. Nous dressons dans cet article un panorama (non exhaustif) de
I’étude de I’équation de Korteweg-de Vries, en présence d’un amortissement et
d’un terme de force. Les questions qui nous interessent sont liées & ’existence
d’un attracteur global pour le systéme dynamique ainsi défini, & sa dimension,
et a sa régularité.

1. INTRODUCTION

L’objet de cet article est de donner un panorama (malheureusement non ex-
haustif) des recherches qui ont trait au comportement pour les grands temps des
solutions d’équations d’ondes hydrodynamiques en présence d’un amortissement.

Cette étude participe des systéemes dynamiques en dimension infinie, dont le
lecteur pourra trouver une présentation plus complete dans les ouvrages de référence
que sont [25], [15], [22].

2. CHOIX DU MODELE MATHEMATIQUE

Nous allons nous focaliser sur un modele asymptotique pour une onde mono-
directionnelle se déplagant en surface d’un fluide dans un canal peu profond. Ce
modele, I’équation de Korteweg-de Vries, s’écrit dans le cadre conservatif comme
suit

(1) Ut + Uy + Ugpr + Uty = 0.

Ce modele a été obtenu a partir des équations d’Euler (en supposant 1’écoulement
irrotationnel) par Boussinesq vers 1877 et redécouvert par Korteweg et de Vries en
1890. Nous supposons ici par exemple la variable d’espace x décrivant R. Quitte a
considérer un repere se déplagant avec 'onde nous oublierons dans la suite le terme
u, dans (1).

Nous nous interessons ici a la compétition de l'influence d’une dissipation ( de
type yu) et d’un terme de force (supposé indépendant du temps) sur la dynamique.
L’équation de KdV amortie devient donc

ouy >0, f(z) sont donnés.
Date: 20 décembre 2004.
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Remarque 2.1. Dans la littérature, cette derniére équation est appelée équation de
KdV faiblement amortie. Cette terminologie s’expliquera dans le corps de l'article.
Notons néanmoins que cette terminologie est malheureuse si on s’interesse a la
vitesse de convergence vers l’équilibre des solutions de

(3) Ut + Ugpg + YU + Uty = 0,

qui est exponentielle, alors que pour ’équation fortement amortie
4) Up + Ugga — Vg + Uty = 0,

elle décroit polynomialement [2].

2.1. Un systéme dynamique en dimension infinie. Nous considérons main-
tenant (2) avec une donnée initiale ug(x). La variable ¢ est le temps et la variable
d’espace x décrit R; nous considererons aussi le cas d’une variable d’espace x dans
I'intervalle [0, 27], avec conditions aux limites périodiques (ceci sera noté par x € T).

Nous introduisons maintenant la notion de semi-groupe (ou de flot) associé &
Péquation (2). Soit H un espace de Hilbert. Pour wy dans H, nous définissons
S(t)up comme la solution de (2) calculée a l'instant ¢. Ceci présuppose que le
probleme de Cauchy associé a I’équation d’évolution est bien posé au sens de
Hadamard, i.e. que l'on soit capable de construire une unique solution a valeurs
dans C(0,T; H) (ou dans un sous espace plus petit), et que l'on ait continuité
par rapport a la donnée initiale. Comme nous nous interessons au comportement
asymptotique de tels flots, nous supposerons que ’on puisse aller jusqu'a T' = +oo.

Remarque 2.2. Ceci améne a constater que si on traite avec deux espaces différents
V C H, on dispose de deux semi-groupes différents, car les topologies en dimension
infinie ne coincident pas.

Définition 2.3. Le semi-groupe sera dit dissipatif s’il posseéde un ensemble ab-
sorbant B, i.e. un ensemble borné dans H tel que pour toute trajectoire S(t)ug, il
existe un temps T (qui ne dépend que de ||ug||m ), tel que pourt > T, S(t)uy € B.

Supposons avoir un tel ensemble absorbant. Les questions suivantes se pose
alors.
Question 1: Existe-t-il un attracteur global A pour le systéme dynamique ainsi
défini ?

Rappelons

Définition 2.4. A est un attracteur global pour S(t) si A est un sous-ensemble
compact de H, invariant par le flot des solutions (S(t)A = A, t > 0), qui attire
toutes les trajectoires (uniformément sur les bornés de H ).

Question 2: Cet attracteur est-il de dimension (fractale ou de Haussdorf) finie ?
Rappelons que cette propriété est non triviale car nous travaillons dans un espace
de dimension infinie H, et qu’un compact de H peut étre de dimension infinie.

Question 3: Qu’en est-il de la régularité d’un tel attracteur ?

Nous ne parlons pas ici de la régularité de A en tant qu’ensemble, mais de la
régularité des points qui le composent: sont-ils dans un espace de Hilbert plus petit
que H ?

Le reste de cet article est consacré a tenter de donner des réponses a ces questions.
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3. EXISTENCE DE L’ATTRACTEUR

3.1. Solutions fortes de I’équation de KdV. Considérons ici la variable d’espace
x dans T . Considérons la force extérieure f dans L?(T),

L3(T) = {u € L*(T); / u(x)dz = 0}.
T

Le probleme de Cauchy associé & (2) (notez que pour le probléme de Cauchy
local la dissipation et le terme de force ne jouent aucun réle) a tout d’abord été
abordé a 'aide de méthodes de compacité [26] ou de régularisation [4]. Le résultat
principal avec ces méthodes est le suivant

Théoréme 3.1. (2) fournit un semi-groupe dissipatif dans H?(T) = L?(T)NH?(T).

Ici H?(T) est espace de Sobolev classique des fonctions dont les dérivées premieres
et secondes sont dans L?(T). Formellement, on doit supposer par ces méthodes la
donnée initiale suffisamment réguliere pour assurer l'unicité de la solution: con-
sidérons deux solutions de (2), et considérons w(t) = S(¢)ug — S(t)vg = u — v leur
différence. Alors

u—+v
2
d’ot1, en multipliant par w et en intégrant par parties

(5) Wy + Wage + YW = —( W)y,

1d
© gl ol = [ ta) + oo s,

Par injection de Sobolev u, est une fonction bornée et on conclut par un argu-
ment de type Gronwall.

Ceci permet de se convaincre que le probleme de Cauchy est localement bien
posé en temps. Pour démontrer I'existence d’'un borné absorbant, il faut s’appuyer
sur des inégalités d’energie dans H?(T). Nous renvoyons ici & [10].

Remarque 3.2. [l faut ici rappeler que dans le cadre conservatif (1), I’équation
est complétement intégrable par la méthode de la diffusion inverse. Ceci explique
qu’il existe une infinité d’invariants pour [’équation de KdV dans le cas conservatif.
Ces égalités d’énergie se transforment en inégalités dans le cas dissipatif.

Nous avons assez de matériel pour donner les premiers résultats concernant
Pexistence d’un attracteur global pour le systéeme dynamique associé a [10].

Théoréme 3.3. Toute solution de (2) converge dans H?-faible pour t — +00 vers
As. Cet ensemble est un attracteur faible pour le systéeme dynamique

Remarque 3.4. La notion d’attracteur global a été en premier lieu introduite en
dimension infinie pour des équations auzr dérivées partielles paraboliques sur des
domaines bornés. Pour de tels systemes, le semi-groupe associ€ est régularisant
en temps fini (positif), c’est a dire envoie par exemple H? dans H3. C’est donc
un opérateur compact sur H?, et Uattracteur global est construit comme ensemble
omega-limite du borné absorbant. Pour des équations d’ondes comme (2), le semi-
groupe associé n’est pas régularisant; le probléeme d’évolution est réversible en temps
! On perd donc la compacité du semi-groupe pour la topologie forte ce qui a conduit
JM. Ghidaglia a travailler avec la topologie faible. Ceci explique la terminologie
”faiblement dissipatif”.



4 O. GOUBET

La question naturelle fut alors de se demander si cet attracteur faible n’était pas
un attracteur fort. Appliquant un argument subtil due & J. Ball (publié dans [3],
plus de dix ans apres avoir été présenté lors d’un séminaire a Paris), le résultat fut
amélioré comme suit (cf [11])

Théoréme 3.5. Ay est un attracteur au sens classique dans H?(T).

3.2. Cas de la droite réelle. Supposons ici z dans R. La situation dans ce cadre
était sensiblement différente. Tout d’abord parce que les méthodes développées par
C. Kenig, G. Ponce et L. Vega perméttaient de résoudre le probleme de Cauchy dans
I'espace H'(R); par opposition aux méthodes de compacité I'idée est de résoudre
par une méthode de point fixe I’équation intégrale associée & (2) dans un espace
convenable. Succintement définissons par W (t)ug le semi-groupe linéaire associé a
I’équation d’Airy

(7) Up + Ugge = 05 U(O, 1‘) = UO(m)

Méme si ce goupe est un groupe d’isométrie sur L?(R), on peut démontrer une
décroissance en norme L (R) de la solution issue d’une fonction intégrable. Cette
propriété de dispersion sur le semi-groupe s’explique mathématiquement par des
argument de type phase stationnaire. De plus, des résultats fins d’analyse har-
monique permettent d’établir des résultats de régularisation presque partout en
temps pour ce groupe. Une fois établi tous ces résultats sur le groupe linéaire, il
faut démontrer que I’équation (la variable d’espace étant omise)

(8) u(t) = Wi(tuo — / W (t — 5)0, (u2(s))ds,

admet un point fixe dans un sous-espace ad hoc de C(=T,T; H'(R)). Nous avons
écrit ici I'équation dans le cas conservatif, la dissipation et la force extérieure
ne jouant aucun role dans le probleme de Cauchy local. Le temps d’existence
dépendant de la norme associée de la condition initiale, on étend le résultat d’existence
en utilisant les inégalités d’énergie associée a 'EDP sous-jacente (il faut au passage
prouver que la solution de (8) est effectivement solution de cette EDP).

La seconde différence est liée au fait que I'injection de I’espace de Sobolev H*(R)
dans L?(R) n’est pas compacte. Il est donc plus délicat de prouver un quelconque
résultat de compacité pour un ensemble candidat au role d’attracteur. En premier
lieu cet obstacle fut contourné dans [1], en supposant que la force extérieure était
de plus dans un espace a poids. Il s’avere en fait que cet hypothese est superflue.
Dans [18], P. Laurencot établit

Théoréme 3.6. Il existe Ay un attracteur global dans H*(R).

L’idée de la preuve est de décomposer, le semi-groupe en deux opérateurs conti-
nus S(t) = S1(t) + Sa2(t), ot S1(t) est un opérateur compact et ot Sz(t) converge
vers 0 uniformément sur tout borné. Ceci est lié a la notion de semi-groupe asymp-
totiquement compact (cf [25], [15], [22]).

Pour étre complet, citons que I’étude du semi-groupe de KAV dans H!(R) a été
réalisée dans [24], en s’appuyant sur les techniques de C. Kenig, G. Ponce et L.
Vega.
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4. DIMENSION DE L’ATTRACTEUR

4.1. Contraction des volumes. Nous présentons ici une approche qui permet de
démontrer que dans certains cas la dimension de I'attracteur global est finie. Ici nous
ne précisons pas ce que nous entendons comme dimension (il s’agit du distingo entre
dimension de Hausdorff et dimension fractale). Nous esquissons ici une adaptation
de la méthode de A. Douady et J. Oesterlé au cadre de la dimension infinie (pour
une approche compléte et rigoureuse nous renvoyons a [25] et aux références qui s’y
trouvent).

L’idée est de regarder comment le flot contracte les volumes infinitésimaux. Con-
sidérons par exemple le flot donné par I'équation (2) sur L?(T) N H?(T). Suivant
larticle original de JM. Ghidaglia, nous allons expliquer comment démontrer que
A présente une dimension finie dans H'(T).

Remarque 4.1. Ici encore, nous avons a jongler entre différentes topologies. Re-
marquons que stV C H, alors linjection naturelle étant une application lipschitzi-
enne, la dimension dans H d’un ensemble est majorée par la dimension dans V.

Qui dit travailler avec des volumes infinitésimaux dit travailler avec la différentielle
du flot. Démontrer que le flot est différentiable en dimension infinie est non trivial; il
faut parfois se contenter de démontrer qu’il est différentiable le long de I'attracteur.
Sur notre exemple, on peut démontrer (cf [10])

Proposition 4.2. Soit u(t) = S(t)ug une trajectoire compléte dans As. Alors
v = DS(t)(uo)h est bien défini a valeurs dans H'(T), et est solution de l’équation
d’évolution non autonome

(9) Ve + YU + Vggx + (uv), = 0; v(0) = h.

On considere alors m un entier et hy, ....h,, une famille orthonormée dans H*(T).
Soient v;(t) = DS(t)(ug)h; les solutions de (9) issues de h;. Si on forme alors le
déterminant de Gram G, (t) dans H(T) de vy (), ....., v (t), alors celui-ci représente
I’évolution d’un m-volume infinitésimal le long du flot. Il est alors prouvé dans [10]

Théoréeme 4.3. [l existe m assez grand tel que pour tout choiz du m-uplet hy, ...y,
le volume G, (t) décroit vers 0 quand t tend vers +oc. En conséquence, il existe
une constante numérique C telle que dimp (Ag) < Cm.

Esquisse de preuve: on peut démontrer que G,,(t) est solution de I’ équation
différentielle

d

7 Gm () = Tr (DS(t)(u0)Qm (1)) G (),

ol le membre de droite représente la trace de opérateur de rang fini DS (t)(ug)Qm (t),
Qm(t) étant le projecteur sur I’espace vectoriel engendré par vy (t), ....., vy (t). Par
conséquent si, pour m assez grand,

(10)

1 t

(11) A, =limsup sup f/ sup  Tr((DS(s)(up)@)ds <0,
t—+oco ug€Az 0 RangQ=m

alors on a décroissance des volumes m-dimensionels. Le membre de gauche dans

(11) correspond & la somme des m premiers exposants de Lyapunov (globaux) du

systeme (cf [25]).
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Il est établit dans [10] qu’il existe K dépendant des données de ’équation ~, f
tel que

1
(12) A < =2ym+ K Y —7,
J=17j

ou les \; sont les valeurs propres de 'opérateur de Laplace sur T. Par conséquent

1
(13) Z 17/4 ~ C\/ M,
A

et le semi-groupe décroit les volumes des que —2ym + cK+/m < 0.

4.2. Autres questions relatives a la dimension. La premiere remarque est
que la borne supérieure de la dimension de 'attracteur provenant de la méthode
précédente est tres couteuse en termes des données de I'équations que sont par
exemple %, [If|lz. Des travaux sont en cours pour améliorer I'estimation de cette
borne supérieure.

Un probléeme ouvert est aussi de donner une borne inférieure de la dimension
de cet attracteur en fonction des données %, [|f|lz2. Une démarche classique est
d’exhiber une structure incluse dans A, (une solution stationnaire par exemple) et
de calculer la dimension de la variété instable liée a cette structure. On obtient
ainsi une borne inférieure sur la dimension de A,. Nous voudrions ici citer le
travail numérique de M. Cabral et R. Rosa qui décrit une complexité croissante de
la structure de A2 quand les données %, [If|lz augmentent.

Pour conclure ce bref survol des questions relatives a la dimension de I'attracteur,
nous revenons au cas ou x décrit la droite réelle dans son ensemble. La encore, la
situation est sensiblement différente. Comme nous ’avons vu précedemment, la
majoration de la dimension de l'attracteur dépend de la répartition des valeurs
propres de 'opérateur de Laplace (en fonction du domaine considéré). Dans le cas
de la droite réelle, la reproduction stricto-sensu du méme calcul aboutirait a une
impasse. Se pose alors le probleme ouvert suivant: dans le cas z € R lattracteur
est-il de dimension finie 7 Un moyen de contourner la difficulté serait de supposer
la force extérieure dans un certain espace & poids (cf [1]). Pour le cas général (c’est
a dire sans cet hypothese supplémentaire), la réponse pourrait étre positive; la clef
serait certaines inégalités de Sobolev collectives, établies dans un autre cadre par
E. Lieb et W. Thirring (cf [25], [19], [23]).

5. REGULARITE DE L’ATTRACTEUR

5.1. Un probléme lié a la dimension infinie. Considérons une nouvelle fois
notre systéme dynamique (2), par exemple vu dans L2(T) N H2(T), avec une force
extérieure dans L2(T) N H*(T). L’exemple le plus simple de structures dans cet
attracteur sont les solutions stationnaires u* solutions de

(14) Upgy + 70" +u'uy = f(2),

Pour k > 0, il est aisé de voir que u* appartient en fait & H**3(T). Par contre
l'attracteur Ay est un sous ensemble de H?(T). Existe-t-il des trajectoires dans
I'attracteur moins régulieres que les solutions stationnaires ?
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Cette question a plusieurs conséquences sur la dynamique du probleme. Admet-
tons un instant que 1’on puisse considérer deux flots associés & (2), 'un dans H' (T),
Pautre dans H?(T). Admettons avoir prouvé l'existence des deux attracteurs cor-
respondants A, As . Par invariance par le flot, il est aisé de voir que As C Aj.
Enoncons alors

Proposition 5.1. Si A; C H2(']I‘), alors As = A;.

Ceci veut dire que 'attracteur global du systéme, qui représente le régime per-
manent du flot, ne dépend pas du l'espace mathématique choisi pour étudier le
flot.

Un autre conséquence liées & ces questions de régularité de 'attracteur (régularité
spatiale mais aussi temporelle des trajectoires) est la notion de modes déterminants.
Introduits par C. Foias et G. Prodi pour les équations de Navier-Stokes, les modes
déterminants correspondent & un sous-ensemble de dimension finie tel que la projec-
tion d’une solution sur ce sous-espace détermine I'asymptotique de cette solution.
Le nombre de modes déterminants, a I'instar de la dimension de I’attracteur, mesure
la complexité du systéme dynamique considéré (cf [8], [16]).

5.2. Equations d’ondes faiblement amorties. La théorie des systemes dy-
namiques en dimension infinie a été tout d’abord introduite pour une classe d’équations
aux dérivées partielles paraboliques, telles le systeme de Navier-Stokes en dimension
2 ou des équations de type réaction-diffusion. Pour de telles équations, la question
de régularité de attracteur se réglait systématiquement par 'argument suivant:
soit A un ensemble invariant par un semi-groupe régularisant S(t) (qui envoie H*
dans H**P par exemple pour ¢ > 0), alors cet ensemble est forcément inclus dans
H**P_ Pour des équations d’évolution paraboliques avec une force extérieure an-
alytique (dans une certaine classe de Gevrey par exemple), on aboutit alors & un
attracteur constitué de fonctions analytiques.

Pour les équations d’ondes amorties, un tel raisonnement tombe en défaut, les
flots étant réversibles en temps et donc sans effet régularisant en temps fini. Un
premier résultat pour une équation d’onde, ’équation de sine-Gordon est établi par
A. Haraux. Soit

(15) Ugg + YUt — Ugy = [ + Bsinu,

avec données initiales (u(0),u;(0)) dans V = H{(0,1)x L?(0,1) et la force extérieure
de carré intégrable. Soit S(t) le semi-groupe correspondant. Alors

Théoréme 5.2. S(t) posséde un attracteur global dans V' qui est un sous-ensemble
compact de (H}(0,1) N H?(0,1)) x H(0,1).

Cette propriété remarquable a été appelée effet régularisant asymptotique; de
maniére imagée, le flot agissait comme si S(+00) présentait un effet régularisant.
A ce moment, au milieu des années 1990, la classification des équations d’évolution
dissipative s’établissait comme suit:

e Equations paraboliques (effet régularisant en temps fini)

e Equations d’ondes avec effet régularisant asymptotique (typiquement équations
du second ordre comme sine-Gordon)

e Equations d’ondes faiblement amorties (comme les équations dispersives
amorties que sont Schrodinger non-linéaire et Korteweg-de Vries)

Nous allons maintenant voir que ce distingo n’a pas lieu d’étre
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5.3. Effet régularisant asymptotique pour KdV. Suivant un résultat simi-
laire pour les équations de Schrédinger non-linéaires (cf [12]), I. Moise et R. Rosa
établissent le résultat suivant

Théoréme 5.3. Considére la force extérieure f dans Hk(']I‘), Considére le flot
associé a (2) dans H?(T). Alors il existe un attracteur global As qui est un sous-
ensemble compact de H*(T).

Esquisse de preuve: supposons avoir prouvé 'existence de I'attracteur global Ajs.
Soit u(t) une trajectoire complete incluse dans cet attracteur. Développons en séries
de Fourier

(16) u(t,z) = g (t)e’™”.

k0

La régularité spatiale de u se lit sur la queue de son développement de Fourier.
On introduit alors un seuil de troncature en fréquence, N >> 1 (N dépend en fait
de v, f), et on traque

(17) 2t 2) = Quult,z) = ) aw(t)e’™,

|k|>N

par Z(t,x) solution de I’équation d’évolution non-autonome

(18) Zi + 72 + Zyze + (QN) ((u —z+ Z)(uz — 2+ 7Z2)) = (Qn)f,

qui n’est autre que la projection de I’équation de KdV sur les grandes fréquences,
mais avec la condition initiale Z(0) = 0. Tout le travail consiste & prouver que Z(t)
demeure dans un sous-ensemble borné de H*(T) et que Z et z sont arbitrairement
proches quand ¢ tend vers +oo. [J

Remarquons que ce résultat implique que si la force réguliere est une fonction
de classe C°°, alors 'attracteur est aussi constitué de fonctions de classe C*°. Un
probléme ouvert aujourd’hui [28] est d’établir le résultat correspondant ot analy-
tique remplace C'*°, & l'instar du résultat [21] pour les équations de Schrodinger
non-linéaires.

Ces différents résultats appellent les remarques suivantes: qu’en est-il du semi-
groupe sur H2 (T) pour KdV ? Pourquoi avoir seulement .43 dans H*(T) alors que
les solutions stationnaires sont dans H**3(T) ? Les freins sont-ils techniques ou
existe-t-il une raison plus profonde ?

6. SOLUTIONS PEU REGULIERES POUR KDV

6.1. L’approche de J. Bourgain. Au début des années 1990, J. Bourgain a
introduit une nouvelle approche qui a révolutionné ’étude du probléme de Cauchy
pour les équations d’ondes dispersives. Ceci a aussi eu un impact sur ’étude des
systeme dynamiques dissipatifs correspondants.

L’idée est de construire une solution comme point fixe (sur des petits intervalles
de temps) de I'équation intégrale (8), dans les espaces X?* dont la norme est la
suivante (présentée ici dans le cas € R)
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(19) ] % = / / I e 7 P

Cette norme s’explique de la maniére suivante. Soit u(¢, z) une fonction. Soit W (t)
le groupe linéaire correspondant & 1’équation d’Airy (7). Alors

lull3se = (W (=t)u(t, @)l 3 -

Cette norme trivialise les estimations sur le groupe libre (cf [9], [5]) et concen-
tre les difficultées sur le terme bilinéaire. Ce programme a été poursuivi par de
nombreux auteurs. Un des premiers résultat de J. Bourgain [5] avec le méthode est
cette suivant (écrit dans le cas dissipatif)

Théoréme 6.1. Le semi-groupe S(t) correspondant ¢ KdV est bien défini dans
L?(R) (respectivement dans L?(T)).

Il faut maintenant observer que ces méthodes permettent d’appréhender le probleme
de Cauchy pour KdV en deca de L2, i.e. pour des données dans des espaces de
Sobolev d’ordre négatif.

Nous allons conclure maintenant cet article en présentant des résultats qui utilisent
les méthodes de J. Bourgain pour les questions inhérentes a la régularité de 'attracteur.
Des recherches sont en cours pour utiliser ces méthodes sur des questions relatives
aux calculs sur les dimensions.

6.2. Régularité de ’attracteur: derniers résultats. Les deux théoremes suiv-
ants concluent I’étude de la régularité de I’attracteur dans le cadre L2. Le premier
correspond & [13], le second a [14]. Supposouns la force extérieure de carré intégrable.

Théoréme 6.2. L’équation de KdV dans Lz(']l‘) possede un attracteur global A
dans L?, qui est un sous-ensemble compact de H3.

Théoréme 6.3. L’équation de KdV dans L*(R) posséde un attracteur global A qui
est un sous-ensemble compact de H.

Comme relevé précedemment ceci a une conséquence tres simple. Vous pouvez
définir le flot associé & I’équation de KdV dissipative sur L?, H', H?, vous avez
toujours le méme ensemble comme attracteur global.

Pour conclure, nous souhaitons citer le travail de K. Tsugawa [27] (en s’appuyant
sur la "I-method” de J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka et T.
Tao [6] inspirée des travaux de Bourgain), qui démontre des résultats d’existence
d’attracteurs pour le flot de KdV dans des espaces de Sobolev d’ordre négatif (assez
petits).
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